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บทที่ 12 
อนุกรมฟูเรียรและการประยุกตใชในวงจรไฟฟา 

Fourier’s Series and Their Applications in Electric Circuits  
 

ในบทที่ผานมาเราไดศึกษาผลตอบสนองตอสัญญาณแบบไซนูซอยด ในบทนี้จะไดกลาวถึงผลตอบ
สนองของวงจรตอสัญญาณที่ไมเปนไซนูซอยด โดยอาศัยความรูทางคณิตศาสตรเกี่ยวกับการแทนฟงกชัน
ดวยอนุกรมทําการแทนสัญญาณที่ไมเปนไซนูซอยดเหลานั้นดวยอนุกรมที่เรียกวา อนุกรมฟูเรียร (Fourier’s 
Series) ซึ่งจะประกอบดวยผลรวมของสัญญาณไซนูซอยดหลายความถี่ที่สัมพันธกันเชิงฮารโมนิกส ทําให
เราจะสามารถแยกพิจารณาหาผลตอบสนองตอสัญญาณแบบไซนูซอยดแตละความถี่ โดยอาศัยพื้นฐาน
เดิมที่เรียนไปแลว จากนั้นรวมผลตอบสนองของแตละความถี่เขาดวยกัน เปนผลตอบสนองตอสัญญาณ
ที่ไมเปนไซนูซอยดที่กําลังพิจารณา 

 
12.1 อนุกรมฟูเรียร 

ในชวงศตวรรษที่ 18 มีนักคณิศาสตรหลายคน รวมทั้งออยเลอร และเบอนูล่ี ที่ทราบวารูปคลื่น 
( )f t  ใดๆ สามารถแทนโดยประมาณไดดวยผลรวมแบบมีน้ําหนักของไซนูซอยดที่ความถี่สัมพันธกันในเชิง

ฮารโมนิกส แตเปนฟูเรียรที่ไดเสนอในป ค.ศ. 1807 (พ.ศ. 2350) วา รูปคลื่นฟงกชันคาบใดๆ สามารถแตก
ยอยเปนอนุกรมอนันตของไซนูซอยด ซึ่งเมื่อรวมเขาดวยกันจะสรางสัญญาณเดิมกลับมาได พิจารณา
ฟงกชันคาบ 

 ( ) ( ) 1, 2, 3,f t f t nT n= + = ± ± ± …   (12.1) 

สําหรับทุกคาเวลา t  และ T  คือคาบซึ่งหมายถึงคาที่นอยที่สุดของ T  ที่ทําใหสมการ (12.1) เปนจริง 
 สมการสําหรับผลรวมจํากัดพจนของไซนูซอยดที่ความถี่สัมพันธกันในเชิงฮารโมนิกสเรียกวา 
อนุกรมฟูเรียร คือ 

 0 0
1 1

( ) cos sin
N N

n n
n n

0f t a a n t b n tω ω
= =

= + +∑ ∑   (12.2) 

หรือเขียนอีกแบบไดวา 
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n
n

f t C C n t0 nω θ
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= +∑ +   (12.3) 
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เมื่ อ  0
2
T
πω =  และ  เลขจํานวนจริง  a  และ  b  คือ สัมประสิทธิ์ต รีโกณของฟู เรียร  (Fourier 

Trigonometric Coefficient) ในสมการ (12.3) ซึ่งเปนการเขียนอีกรูปแบบหนึ่งจะได  สวนตัวเลข
เชิงซอน 

0 na n

0C a= 0

2
n n b= + 2

nC a  และ 1n n

n

b
a

−tanθ = −   

 โดยทั่วไปจะสามารถหาคาสัมประสิทธิ์  และ  ไดงายกวาการหาคาสัมประสิทธิ์ C  และ 0 na a nb n

nθ  โดยเฉพาะในกรณีที่ ( )f t  เปนฟงกชันสมมาตร แตการใชอนุกรมฟูเรียรในรูปของC  และ n nθ  จะชวย
ใหการวิเคราะหผลตอบสนองในสภาวะคงตัวของวงจรเชิงเสนตอฟงกชันคาบทําไดสะดวกกวา 
 พิ จ า รณ าสม ก า ร  (12.3) เมื่ อ  1n =  คื อ มี ห นึ่ ง รอ บ ใน ช ว ง เว ล า   จ ะ ได ไซ นู ซ อ ย ด T

1 0cos( )C t 1ω θ+  เรียกวาพจนหลักมูล  (Fundamental Term) ความถี่  0ω  เรียกวาความถี่หลักมูล 
(Fundamental Frequency) สํ า ห รั บ n k=  คื อ มี   ร อ บ ใ น ช ว ง เ ว ล า  T  จ ะ ไ ด ไ ซ นู ซ อ ย ด k

0cos(kC k t )kω θ+  เรียกวาพจนฮารโมนิก (Harmonic Term) ความถี่ k 0ω  เรียกวาความถีฮ่ารโมนกิที ่   
( Harmonic Frequency) เราสามารถแทนฟงกชัน 

thk
thk ( )f t  ใหไดความถูกตองเทาใดก็ไดโดยการเพิ่ม

จํานวนพจนในอนุกรมฟูเรียร เมื่อจํานวนพจนเขาสูอนันตอนุกรมฟูเรียรจะแทนฟงกชันบางชนิดไดอยางถูก
ตองสมบูรณ  
 ธรรมชาติของรูปคลื่น จะขึ้นกับขนาดและเฟสของทุกสวนประกอบฮารโมนิกส และเราจะไดเรียนรู
วาสามารถจะสรางสัญญาณที่ไมมีลักษณะเปนไซนูซอยดเลยจากการรวมฟงกชันไซนูซอยดที่เหมาะสม รูป
คลื่น ( )f t  จะแทนไดดวยสมการ (12.2) หรือ (12.3) เมื่อฟงกชันนั้นเปนไปตามเงื่อนไขตอไปนี้ 
 

1. ( )f t  เปนฟงกชันคาเดียว (Single-Value Function) โดยอาจยกเวนบางจุดที่มีจํานวนนับได 
2. คาอินตริกรัล 0

0

( )
t T

t
f t dt

+
< ∞∫  สําหรับทุกเวลา t  0

3. ในชวงเวลาหนึ่งคาบ ( )f t  มีจํานวนความไมตอเนื่อง (Discontinuities) เปนจํานวนนับได 
4. ในชวงเวลาหนึ่งคาบ ( )f t  มีจํานวนคาสูงสุดและต่ําสุด (Maxima and Minima) เปนจาํนวนนบั
ได 
 

 ในการศึกษาตอไปนี้ เราจะพิจารณา ( )f t  เพื่อแทนรูปคลื่นแรงดันหรือกระแส และคาแรงดันหรือ
กระแสที่เราจะพิจารณานั้นจะมีคุณสมบัติทั้งสี่ขอขางตนอยางแนนอน ดังนั้นเราจะถือวาสัญญาณที่จะ
พิจารณาตอไปนี้มีคุณสมบัติตามเงื่อนไขทั้งสี่ขอเสมอ  
 ในทางวิศกรรมไฟฟามีสัญญาณที่เปนฟงกชันคาบมากมาย และสามารถแทนดวยอนุกรมฟูเรียรได 
เมื่อเราทราบฟงกชัน ( )f t

0a

 ทําการคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร เราจะสามารถแยกฟงกชันนั้นออก
เปนพจนกระแสตรง  บวกกับผลรวมของพจนไซนูซอยดที่อธิบายดวยคาสัมประสิทธิ์ a  และ  เราจะn nb
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เลือกจํานวนพจนทั้งหมดเทากับ  เพื่อใหไดตัวแทนที่ดีของฟงกชัน N ( )f t  และใหไดระดับของคาความผิด
พลาดที่ยอมรับได 

nt
T T

π n

0
cos

0

T
n m

2 2
T T

π

t

t dt

t dt

0n n0 00 0

T T
a t b

n =





 จากการศึกษาแคลคูลัสเราทราบวาไซนูซอยดซึ่งมีความถี่เปนจํานวนเทาที่เปนจํานวนเต็มของ
ความถี่มูลฐาน 0 1f T=  จะสรางเซทของฟงกชันตั้งฉาก (Orthogonal Function) คือ 

 
0

2 2 2sin cos 0
T mt dt

T
π

=∫ สําหรับทุกคาของ  และ   (12.4) m

และ 

 
0

2 2 2 2sin sin cos

0        
1     

T Tnt mt nt mtdt dt
T T T

n m

π π
=

≠
=  = ≠

∫ ∫
π

  (12.5) 

คาสัมประสิทธิ์ของสมการ (12.2) หาไดจาก 

 0

0
0

1 ( )
t T

t
a f

T
+

= ∫   (12.6) t d

 0

0
0

2 ( )cos
t T

n t
a f t n

T
ω

+
= ∫   (12.7) 

 0

0
0

2 ( )sin
t T

n t
b f t n

T
ω

+
= ∫   (12.8) 

ซึ่งจะไดแสดงใหเห็นตอไปวา สมการ (12.6)-(12.8) ไดมาจากการใชความสัมพันธต้ังฉากในสมการ (12.4) 
และ (12.5) เชน เพื่อหา  เราคูณสมการ (12.2) ดวยแลวอินตริเกรททั้งสองดาน จะได ka

0 00
1

( )cos cos ( cos sin )cos
N T

n
0f t k t dt k t dt a n n t k t dtω ω ω ω

=

= + +∑∫ ∫ ∫   (12.9) ω

หาคาดานขวามือของสมการ (12.9) จะไดวาพจนที่ไมเปนศูนยคือ กรณี k  ดังนั้น 

 00
( )cos

2
T

k
Tf t k t dt aω = 

∫   (12.10) 

ยายขางจะไดสมการ (12.7) 
 
ตั วอย าง  12.1 จงหาอนุ กรมฟู เรียรของฟ งก ชันคาบ เรคแทงกู ลาร ดั งแสดงในรูป  Ex 12.1 (ก) 
จากนั้นเขียนคาประมาณของรูปคลื่นนี้เมื่อ 7N =   
วิธีทํา คาความถี่เชิงมุมพื้นฐานคือ  

 0
2
T
πω =  
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( )f t

1

-
2
T -

4
T

4
T0

2
T 3

4
T T t

(ก)  

-
2
T

2
T0

1
2

1

t
 

(ข) 
รูปที่ Ex 12.1 

เราจะหาคาเฉลี่ยของฟงกชันคือ   กอน โดยที่ 0a

 
0

0
0

/ 2 / 4

/ 2 / 4

1 ( )

1 1( ) 1
2

t T

t

T T

T T

a f t dt
T

f t dt dt
T T

+

− −

=

= =

∫

∫ ∫
1

=
 

เราเลือกอินตริเกรทจาก 2T−  ถึง 2T  เพื่อความสะดวก และคาของฟงกชันก็ไมเปนศูนยในชวง 4T−  
ถึง 4T   เทานั้น เราเรียกฟงกชันนี้วาฟงกชันคูเนื่องจาก ( ) ( )f t f t= −  หรือมีความสมมาตรรอบแกนตั้งที่
เวลา  ดังนั้น จากสมการ (12.8) จะได 0t =

 
0

0
0

/ 4

0/ 4

2 ( )sin

2 1 sin 0

t T

n t

T

T

b f t n t d
T

n t dt
T

ω

ω

+

−

= t

= =

∫

∫
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นั่นคือสัมประสิทธิ์  ทั้งหมดมีคาเปนศูนย สวนคา  หาจากสมการ (12.7) ได nb na

 
/ 4

0/ 4

/ 4

0 / 4
0

2 1 cos

2 sin |

T

n T

T

T

a n
T

n t
T n

ω

ω
ω

−

−

=

=

∫ t dt
 

แทนคาชวงเวลาของการอินตริเกรทจะได 

 1 sin sin
2 2n
n na

n
π π

π
−    = −        

 

คาสัมประสิทธิ์  จะมีคาเปนศูนยเมื่อ n  เปนเลขคู หรือ na 2,  4,  6,n = …  และจะมีคา 

 2( 1)q
na nπ

−
=  เมื่อ  1,  3,  5,  n = …  และ ( 1)q n 2= −  

ดังนั้นจะไดอนุกรมฟูเรียร 

 0
1,

1 2( 1)( ) cos
2

qN

n odd

f t n
n

tω
π=

−
= + ∑  

แทนคา  จาก 1 ถึง 7 จะได n

 1 3 5
2 2

3 5
a a a 2

π π π
−

= = =  และ 7
2

7
a

π
−

=  

ซึ่งจะเห็นวาคาสัมประสิทธิ์  ลดลงเมื่อคา  เพิ่มมากขึ้น หรือมีคาขึ้นกับ na n 1  เชนคาสัมประสิทธิ์ของ
ฮาร โมนิ กที่ เจ็ ด จะมี ขน าด เพี ย ง  

n

1  ของค าสั มป ระสิ ท ธิ์ มู ลฐาน   รูปที่  Ex 12.1 (ข ) แสดง
คาประมาณของรูปคลื่นนี้เมื่อ  จะเห็นวามีคาความแตกตางจากฟงกชันเดิมอยางเห็นไดชัด อยางไร
ก็ตามคาประมาณนี้จะประยุกตใชไดในหลายกรณี หากตองการใหใกลเคียงมากขึ้นจะตองเพิ่มพจนฮารโม
นิกสเขามาอีก โดยอาจพิจารณาจากคาเปอเซนตของขนาดของฮารโมนิกนั้นตอคาสัมประสิทธิ์มูลฐาน  
เชน ฮารโมนิกที่เกาจะมีขนาดเพียง 

7 1a

7=N

1a

1  หรือ ประมาณ 11 % ของคาสัมประสิทธิ์มูลฐาน a  ดังนั้นหาก
ตองการรวมฮารโมนิกสที่มีขนาดไมนอยกวา 10 % ก็จะตองรวมฮารโมนิกที่เกาดวย เปนตน 

9 1

 
12.2 ฟงกชันสมมาตร 

ความสมมาตรของฟงกชันสามาตรแบงออกไดเปนสี่แบบ ซึ่งสามารถนํามาใชประกอบทําใหการหา
คาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียรทําไดงายขึ้น  

1. ความสมมาตรฟงกชันคู (Even-Function Symmetry) 
2. ความสมมาตรฟงกชันคี่ (Odd-Function Symmetry) 
3. ความสมมาตรครึ่งคลื่น (Half-Wave Symmetry) 
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4. ความสมมาตรหนึ่งในสี่คลื่น (Quarter-Wave Symmetry) 
 
ฟงกชันใดๆ จะเปนฟงกชันคูเมื่อ ( ) ( )f t f t= −  และฟงกชันจะเปนฟงกชันคี่เมื่อ ( ) ( )f t f= − −t  

สําหรับฟงกชันคู ดังในตัวอยาง 12.1 คาสัมประสิทธิ์  จะมีคาเปนศูนย และ nb

 / 2

00

4 ( )cos
T

na f t n
T

ω= ∫ t dt  

สําหรับฟงกชันคี่ คาสัมประสิทธิ์  จะมีคาเปนศูนย และ na

 / 2

00

4 ( )sin
T

nb f t n
T

ω= ∫ t dt  

ตัวอยางฟงกชันคี่คือ 0sin tω  และฟงกชันในรูปที่ 12.1  
 ฟงกชันใดๆจะมีคุณสมบัติความสมมาตรครึ่งคลื่นเมื่อ 

 ( ) ( )
2
Tf t f t= − −  

นั่นคือฟงกชันเหลานี้จะมีคร่ึงหลังของแตละคาบเหมือนครึ่งแรกที่ถูกคว่ํากลับบนลงลางและลางขึ้นบน ดัง
ฟงกชันตัวอยางในรูปที่ 12.1 เมื่อฟงกชันมีคุณสมบัติความสมมาตรครึ่งคลื่นแลวจะไดคาเฉลี่ย a  และ
ทั้งคา a  และ b  เปนศูนยสําหรับ n  ที่เปนเลขคู  

0 0=

n n

( )f t

1

-
2
T -

4
T

-1

4
T

2
T 3

4
T T t

 
รูปที่ 12.1 ตัวอยางฟงกชันคี่ที่มีคุณสมบัติความสมมาตรครึ่งคลื่น 

 
 คุณสมบัติความสมมาตรหนึ่งในสี่คลื่นจะใชกับฟงกชันที่นอกจากจะมีคุณสมบัติความสมมาตรครึ่ง
คลื่นแลวยังมีความสมมาตรรอบจุดกึ่งกลางของครึ่งคลื่นบวกและครึ่งคลื่นลบ รูปที่ 12.2 แสดงตัวอยาง
ฟงกชันคี่ที่มีคุณสมบัติความสมมาตรหนึ่งในสี่คลื่นดวย ถาฟงกชันเปนฟงกชันคี่และมีคุณสมบัติความ
สมมาตรหนึ่งในส่ีคลื่นจะได   สําหรับทุกคาของ  และ  เปนศูนยสําหรับ n  ที่เปนเลขคู 
สําหรับ  ที่เปนเลขคี่จะได 

0 0a = 0na = n nb

n

 / 4

00

8 ( )sin
T

nb f t n
T

ω= ∫ t dt  
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แตถาฟงกชันเปนฟงกชันคูและมีคุณสมบัติความสมมาตรหนึ่งในสี่คลื่นจะได 0 0a =   สําหรับทุกคา
ของ n  และ  เปนศูนยสําหรับ  ที่เปนเลขคู สําหรับ  ที่เปนเลขคี่จะได 

0nb =

na n n

 / 4

00

8 ( )cos
T

na f t n
T

ω= ∫ t dt  

( )f t

1

-
2
T -

4
T

-1

4
T

2
T 3

4
T T

t
3-
4
T

8
T 3

8
T

 
รูปที่ 12.2 ตัวอยางฟงกชันคี่ที่มีคุณสมบัติความสมมาตรหนึ่งในสี่คลื่น 

ตาราง 12.1 สรุปการหาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียรสําหรับฟงกชันที่มีคุณสมบัติความสมมาตรแบบ
ตางๆ 

 
ตาราง 12.1 การหาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียรสําหรับฟงกชันที่มีคุณสมบัติความสมมาตร 
 

ความสมมาตร คาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร 
1. ฟงกชันคี่ ( ) ( )f t f= − −t  0na =  สําหรับทุกคาของ n  

0na =  / 2

00

4 ( )sin
T

nb f t n
T

ω= ∫ t dt  
2. ฟงกชันคู ( ) ( )f t f t= −  0nb =  สําหรับทุกคาของ n  

0nb =  / 2

00

4 ( )cos
T

na f t n
T

ω= ∫ t dt  
3. คร่ึงคลื่น ( ) ( 2)f t f t T= − −  

0 0a =   
0 0a =   เปนศูนยสําหรับ  ที่เปนเลขคู na n

0 0a =    เปนศูนยสําหรับ n  ที่ เปน
เลขคู 

na nb

/ 2

00

4 ( )cos
T

na f t n
T

ω= ∫ t dt  สําหรับ n  ที่เปนเลขคี่ 
/ 2

00

4 ( )sin
T

nb f t n
T

ω= ∫ t dt   สําหรับ  ที่เปนเลขคี่ n

 



 340

 
ความสมมาตร คาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียร 

4. หนึ่งในสี่คลื่น คือมีคุณสมบัติความ
สมมาตรครึ่งคลื่นและมีความสมมาตร
รอบจุดกึ่งกลางของครึ่งคลื่นบวกและ
คร่ึงคลื่นลบ 

(ก) ฟงกชันคี่ 
0 0a =  

0na =  สําหรับทุกคาของ  n
nb  เปนศูนยสําหรับ  ที่เปนเลขคู n

/ 4

00

8 ( )sin
T

nb f t n
T

ω= ∫ t dt   สําหรับ  ที่เปนเลขคี่ n

(ข) ฟงกชันคู 
0 0a =  

0nb =  สําหรับทุกคาของ  n
na  เปนศูนยสําหรับ  ที่เปนเลขคู n

/ 4

00

8 ( )cos
T

na f t n
T

ω= ∫ t dt  สําหรับ n  ที่เปนเลขคี่ 
 
ตัวอยาง 12.2 จงหาอนุกรมฟูเรียรของฟงกชันคาบไตรแองกูลารดังแสดงในรูป Ex 12.2 จากนั้นหาคา
จํานวนพจน  โดยที่คาประมาณของรูปคลื่นนี้จะรวมพจนที่มีขนาดมากกวา 2 % ของพจนมูลฐาน  N

วิธีทํา เราจะใชคุณสมบัติความสมมาตรชวยในการหาคาสัมประสิทธิ์ใหมากที่สุด จากรปูจะเหน็วาฟงกชนัมี
คุณสมบัติความสมมาตรหนึ่งในสี่คลื่น ดังนั้น จาก 2T π=  จะได 

 0
2 4
T
πω = = rad/s 

mf

T

t

mf−

1t

 
รูปที่ Ex 12.2 

ใชตาราง 12.1 หาคาสัมประสิทธิ์ของฟูเรียรสําหรับฟงกชันคี่ที่มีคุณสมบัติความสมมาตรหนึ่งในส่ีคลื่น ได 
  สําหรับทุกคาของ   เปนศูนยสําหรับ  ที่เปนเลขคู และ 0 0a = 0na = n nb n

/ 4

00

8 ( )sin
T

nb f t n
T

ω= ∫ t dt   สําหรับ  ที่เปนเลขคี่ n

เขียนสมการของฟงกชัน 
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 4( )        0 / 4
/ 4
m mf ff t t t t T

T T
= = ≤ ≤  

แทนคา 2T π=  และ  จะได 4mf =

 32( )        0 / 4f t t t T
π

= ≤ ≤  

ดังนั้น สําหรับ n  ที่เปนเลขคี่ จะได 

 

/ 4

00

/ 4

0 0
2 2 2

0 0 0

2 2

8 32 sin

512 sin cos

32 sin
2

T

n

T

b t n t d
T

n t t n t
n n

n
n

ω
π

ω ω
π ω ω

π
π

 =  
 

t

 
= − 

 

=

∫

 

จะไดอนุกรมฟูเรียร 

 02
1

1( ) 3.24 sin sin
2

N

n

nf t
n

π n tω
=

= ∑  สําหรับ  ที่เปนเลขคี่ n

เขียนสี่พจนแรกที่ไมเปนศูนย คือ  จะได 1, 3, 5, 7n =

 1 1 1( ) 3.24(sin 4 sin12 sin 20 sin 28 )
9 25 49

f t t t t= − + − t  

พจนถัดไปคือ  n  จะไดคาขนาด  9= 3.24 81 0.04=  ซึ่งนอยกวา 2 % ของ 3.24 ( ) ดังนั้นเราจะ
ประมาณรูปคลื่นนี้โดยใช   

1a

7N =

 
12.3 อนุกรมฟูเรียรในรูปเอกโปเนนเทียล 

รูปแบบของอนุกรมฟูเรียรในสมการที่ (12.2) เรียกวารูปแบบไซน-โคไซน หรือรูปแบบเรกแทงกูลาร 
อีกรูปแบหนึ่งของอนุกรมฟูเรียรคือ 

 0
1

( ) cos( )
N

n
n

f t C C n t0 nω θ
=

= +∑ +   (12.11) 

เมื่อ C  คือคาเฉลี่ยของฟงกชัน 0 ( )f t  มีคาเทากับ  สวนตัวเลขเชิงซอน  0a

 ( )
2

n n
n n

a jb C nθ
−

= = ∠C  

โดยที่  

 
2 2

2
n n

n n
a b

C
+

= =C  
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และ 

 
1

1

tan                      0

180 tan         0

n
n

n
n

n
n

n

b a
a

b a
a

θ

−

−

  
>  

  = 
  ° − − <   

 

หรือ 

 2 cosn na C nθ=  และ 2 sinn nb C nθ=  

เขียน 0cos( )nn tω θ+  ในรูปเอกโปเนนเทียลโดยใชสมการออยเลอร ( cos 1 2( )j je eβ ββ −= + ) และ 
 จะได N = ∞

 0
0

0

( ) jn t jn t
n

n n
n

f t C e e 0
n

ω ω
∞ ∞

=−∞ =−∞
≠

= + =∑ ∑C C   (12.12) 

เมื่อ C  คือสัมประสิทธิ์เชิงซอนมีคา n

 0
0

0

1 ( ) n
t T jn t j

n t nf t e dt C e
T

ω θ+ −= ∫C =   (12.13) 

นอกจากนี้ คาสัมประสิทธิ์ของพจนที่  เปนลบจะเทากับคอนจูเกตของสัมประสิทธิ์ของพจนที่ n  เปนบวก 
 

n
*

n n−=C C

 
ตัวอยาง 12.3 จงหาอนุกรมฟูเรียรเชิงซอนของฟงกชันแสดงในรูป Ex 12.3  

( )f t

T

t

1

-1

8
π

−
8
π0 (s)

 
รูปที่ Ex 12.3 

วิธีทํา จากรูปจะไดวาคาเฉลี่ยของ ( )f t  เปนศูนย ดังนั้น C0 0=  และฟงกชันนี้เปนฟงกชันคู ใชสมการ 
(12.13) เลือกคา 0 2

Tt = −  และนิยาม 0jn mω =  จะได 
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( )

( )

0
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T jn t
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T T T
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T T T

jn jn jn jn
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T
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A e e e
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A e e e e

jn T

A n n
n

ω

π π π π

ω

π π
π
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= − + + −

= − +
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 = − = 
 

∫

∫ ∫ ∫

C

−

      
2 sin     

2
sin

n
A n n
n

xA
x

π
π






=

for even
for odd

 

โดยที่ 
2
nx π

=  และเนื่องจาก ( )f t  เปนฟงกชันคู จะไดวาคาสัมประสิทธิ์เชิงซอน C  จะมีคาเปนเลข
จํานวนจริง และ C  สําหรับคา n  ที่เปนเลขคู 

n

0n =

สําหรับ  เราได 1n =

 1 1
sin / 2 2

/ 2
A Aπ
π π −= =C C=  

สําหรับ  จะได 2n =

 2 2
sin 0A π
π −= = =C C  

และสําหรับ  3n =

 3 3
sin(3 / 2) 2

3 / 2 3
A Aπ

π π −
−

= =C C=  

ดังนั้นอนุกรมฟูเรียรเชิงซอนของฟงกชันนี้คือ 
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เมื่อ 1
2
nq −

=  สังเกตวาอนุกรมนี้เร่ิมจาก n = −∞  ถึง n = +∞   เราทราบวาคาแรงดันและกระแสทุกคา
ของวงจรใดๆ เปนฟงกชันเลขจํานวนจริง สําหรับฟงกชันเลขจํานวนจริง ( )f t  ใดๆ จะได 

 n n−=C C  
 ถาเราทราบวาฟงกชันที่กําลังพิจารณาเปนฟงกชันเลขจํานวนจริง เราจะหาคาเฉพาะ n  เปนบวก
เทานั้น นอกจากนี้หากฟงกชันเลขจํานวนจริงมีคุณสมบัติเปนฟงกชันคี่ดวย จะไดวาคาสัมประสิทธิ์เชิงซอน 

 จะมีคาเฉพาะสวนจินตภาพเทานั้น nC

 
ตัวอยาง 12.4 จงหาอนุกรมฟูเรียรเชิงซอนของฟงกชันสี่เหลี่ยมแสดงในรูป Ex 12.4  

1

4
T0 3

4
T

t
4
T

−
 

รูปที่ Ex 12.4 
วิธีทํา ใชสมการ (12.13) และนิยาม 0jn mω =  จะได 
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แทนคา 0m jnω=  จะได 
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12.4 ฟูเรียรสเปคตรัม 
ถาเราเขียนกราฟของคาสัมประสิทธิ์เชิงซอน  เทียบกับความถี่เชิงมุม nC ω  เราจะไดฟูเรียรสเปคต

รัม (Fourier Spectrum) เนื่องจาก C  อาจเปนจํานวนเชิงซอนดังนั้นจะเขียน n

 n n nθ= ∠C C  
และเราจะแยกเขียนกราฟของขนาด nC  เทียบกับความถี่เชิงมุม ω  เรียกวาสเปคตรัมขนาด (Amplitude 
Spectrum) และเขียนกราฟของมุมเฟส nθ∠  เทียบกับความถี่เชิงมุม ω   เรียกวา สเปคตรัมเฟส (Phase 
Spectrum) ฟูเรียรสเปคตรัมจะมีอยูที่คาความถี่มูลฐานและฮารโมนิกสเทานั้นจึงถูกเรียกวาเปนดิสครีต 
(Discrete) หรือเปนเสนสเปคตรัม (Line Spectrum) กราฟของวาสเปคตรัมขนาดจะปรากฏเปนเสนในแนว
ต้ังที่อยูหางกันเปนคาสม่ําเสมอ โดยมีความสูงตามคาขนาดขององคประกอบความถี่นั้น ในทํานองเดียว
กันสเปคตรัมเฟสก็จะปรากฏเปนเสนในแนวตั้งที่อยูหางกันเปนคาสม่ําเสมอ โดยมีความสูงตามคาเฟสของ
องคประกอบความถี่นั้น คําวาสเปคตรัมถูกนํามาใชคร้ังแรกโดยนิวตันในการศึกษาการแยกแสงออกเปน
องคประกอบที่ความถี่ตางๆของปริซึม 

δ

t
2
δT−

A

T
2
δ

−
0

 
รูปที่ 12.3 รูปคลื่นพัลสซ่ึงมีความกวางพัลส δ  

 
 พิจารณารูปคลื่นพัลสซึ่งมีความกวางพัลส δ  มีอัตราการซ้ําทุกๆ T  ดังแสดงในรูปที่ 12.3 เราจะ
หาคาสัมประสิทธิ์เชิงซอน  และเขียนกราฟสเปคตรัมขนาดและสเปคตรัมเฟสของรูปคลื่นนี้ เร่ิมจากคา
สัมประสิทธิ์เชิงซอน 

s

nC

 0
/ 2

/ 2

1 T jn t
n T

Ae dt
T

ω−

−
= ∫C  

สําหรับ  จะได 0n ≠
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 ( )

0

0 0

/ 2

/ 2

/ 2 / 2

0

0

0

2 sin
2

jn t
n

jn jn

A e dt
T
A e e

jn T
A n

n T

δ ω

δ

ω δ ω δ

ω
ω δ

ω

−

−

−

=

−
= −

 =  
 

∫C

 

หรือเขียนใหมในรูป 

 
0

0

sin( / 2)
( / 2)

sin

n
A n
T n
A x
T x

δ ω δ
ω δ

δ

=

=

C
 

โดยที่ 0 / 2x nω δ=  เมื่อ n  เราได 0=

 / 2

0 / 2

1 AAdt
T T

δ

δ

δ
−

= =∫C  

จากกฎของโลปธาล ( ) เราทราบวา  ˆ' 'L Hopital s Rule 

 
sin 1         for    0

ˆ' '   
sin( ) 0         1, 2, 3,

 x x
xL Hopital s Rule
n n
n
π

π

 = =

 = =


…

 
 

เราเขียนกราฟขนาด nC  เทียบกับความถี่เชิงมุม 0nω ω=  สําหรับคา  ในรูปที่ 12.4 (ก) 
เทียบกับกรอบของฟงกชัน 

15n = ±

sin x x   สังเกตวา 0n =C  เมื่อ n n0 / 2ω δ π=  หรือ 

 2
2T
πδ π=  

ในกรณีนี้ 1 5Tδ =  ดังนั้น 0n =C  เมื่อ 05ω ω=  010ω ω=  ไปเร่ือยๆ ถาคาอัตราสวน Tδ ไมเปน
เลขจํานวนต็ม จะไดวาขนาด nC  ยังคงอยูในกรอบฟงกชัน sin x x   แตจะไมมีคาเสน สเปคตรัมใดเปน
ศูนยเลย  
 กราฟสเปคตรัมเฟสสามารถเขียนได ดังแสดงในรูปที่  12.4 (ข) ซึ่งจะเห็นวาในชวงความถี่ 

0 2ω ω π≤ ≤ δ  มุมเฟสมีคาเปนศูนย สวนในชวง 2 4π δ ω π δ≤ ≤  มุมเฟสมีคาเปน π  เรเดียน 
 พิจารณาในกรณีที่เราคงคาความกวางของพัลส δ  แตปรับคาคาบ T  เมื่อคาคาบเพิ่มข้ึนจะไดวา 

1. ขนาดของสเปคตรัมจะลดลง คือจะแปรกับ 1  โดยไมเปลี่ยนรูปราง ซึ่งหมายความวารูปราง
ของสเปคตรัมจะไมข้ึนอยูกับคาบ 

T

2. คาระยะหางของเสนสเปคตรัม ω∆  จะลดลงคือแปรตาม 2 Tπ  
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2- π
δ

4- π
δ

6- π
δ

2π
δ

4π
δ

6π
δ

2- π
δ

4- π
δ

6- π
δ

0ω

ω

θ

nC
A
T
δ sin x

x

)

รูปที่ 12.4 (ก) กราฟสเปคตรัมขนาด nC  เทีย
แตในกรณีที่เราคงคาคาบไวและเปลี่ยนค

จะไดวาเมื่อคาความกวางของพัลสเพิ่มข้ึน 
1. ขนาดของสเปคตรัมจะเพิ่มข้ึน คือจะแปรก

เปคตรัมจะไมข้ึนอยูกับความกวางของพัล
2. คาระยะหางของเสนสเปคตรัม ω∆  จะล

ในชวงความถี่ที่แคบลง วิธีวัดการกระจา
ความถี่ซึ่งขนาดมีคาเปนศูนยคร้ังแรก  

 
12.5 อนุกรมฟูเรียรที่มีจํานวนพจนจ

ในทางปฏิบัติการแทนฟงกชันดวยอนุกรม
คือเราจะใชจํานวนพจนจํานวนจํากัดในอนุกรมฟ
จากผลรวม  พจน N

 ( )
N

n N

f t
=−

≅ ∑
(ก
2π
δ

4π
δ

6π
δ

0ω

 
(ข)   

บกับความถี่เชิงมุม 0nω ω=  (ข)  กราฟสเปคตรัมเฟส 
าความกวางของพัลสแทน โดยที่มีขอจํากัดวา 2Tδ <

ับ δ  โดยไมเปลี่ยนรูปราง ซึ่งหมายความวารูปรางของส
สเชนเดียวกัน 
ดลงคือองคประกอบความถี่ตางๆ จะถูกบีบใหปรากฏอยู
ยขององคประกอบความถี่อยางงายวิธีหนึ่งคือการดูคา

ํากัด 
ฟูเรียร เราจะตองตัดบางองคประกอบความถี่ทิ้งไป นั่น
ูเรียร ดังนั้นคาฟงกชัน ( )f t  จะถูกแทนดวยคาประมาณ

0 ( )jn t
n Ne Sω =C t   (12.14) 
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คาผิดพลาดสําหรับ  พจนคือ N

 ( ) ( ) ( )Nt f t S tε = −   (12.15) 

ถาเราใชคาผิดพลาดเฉลี่ยกําลังสอง (Mean-Square Error, MSE) ตามนิยาม 

 2

0

1 ( )
T

MSE t dt
T

ε= ∫   (12.16) 

จะไดวาคาผิดพลาดเฉลี่ยกําลังสองจะมีคานอยที่สุดเมื่อเราแทนฟงกชันดวยอนุกรมฟูเรียร อยางไร
ก็ตามเมื่อเราตัดบางพจนออก คือเมื่อ N < ∞  จะเกิดคาผิดพลาดขึ้น เชนถา  จะไดรูปคลื่นสี่
เหลี่ยมในรูปที่  12.5 ซึ่งจะเห็นไดวาเกิดความผิดพลาดในลักษณะออสซิลเลทขึ้น  และมีคาพุงเกิน 
(Overshoot) เกิดขึ้นที่ตําแหนงที่มีความไมตอเนื่องของฟงกชัน นักคณิตศาสตรชาวอเมริกันคือ กิบบสได
ศึกษาปรากฎการณนี้และสรุปไววา คาพุงเกินจะคงคาที่ประมาณ 10 % ไมวาจํานวนพจน  จะเปนเทาไร 
คุณสมบัตินี้เรียกวา ปรากฎการณของกิบบส (Gibbs Phenomenon) 

15N =

N

( )f t
15N =

t

 
Gibbs Phenomenon 

รูปที่ 12.5 รูปคลื่นสี่เหลี่ยมแทนดวยอนุกรมฟูเรียรที่มีคา 15N =  
 

12.6 การประยุกตใชอนุกรมฟูเรียรในวงจรไฟฟา 
ในการวิเคราะหวงจรที่ถูกกระตุนดวยสัญญาณฟงกชันคาบ  เราสามารถแทน v t  ดวย

อนุกรมฟูเรียร แลวหาผลตอบสนองของวงจรตอสัญญาณมูลฐานและฮารโมนิกสตางๆ ถาวงจรเปนวงจรเชิง
( )sv t ( )s
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เสนซึ่งสามารถใชหลักการทับซอนได เราจะไดผลตอบสนองสุทธิคือผลรวมของผลตอบสนองตอ คาเฉลี่ย 
(หรือคาพจนกระแสตรง) สัญญาณมูลฐานและฮารโมนิกแตละฮารโมนิก  

( )sv t

R

( )ov t
+

-

(ก)  

0 ( )sv t

(ข)

R

( )ov t
+

-

1( )sv t

3 ( )sv t

5 ( )sv t

 
รูปที่ 12.6 (ก) วงจร RC ถูกกระตุนดวยแหลงจาย v t  ( )s

(ข) วงจรสมมูลของแหลงจายแทนโดยสี่พจนแรกของอนุกรมฟูเรียร 
พิจารณาตัวอยางวงจร RC ในรูปที่ 12.6 (ก) เราตองการหาคาผลตอบสนองในสภาวะคงตัวคือแรง

ดันออก v  ซึ่งจะทําไดโดยการแตกแหลงจาย  ออกเปนสวนยอยโดยใชอนุกรมฟูเรียร กําหนด ( )o t ( )sv t

1 R = Ω   F และ  C = 2   T π=  s จะไดจากตัวอยาง 12.1 วา 

 0
1,

1 2( 1)( ) cos
2

qN

s
n odd

v t n t
n

ω
π=

−
≅ + ∑  

เมื่อ  และ   1,  2,  3,  n = … ( 1)q n= − 2  
จากคา 0 2ω =  rad/s จะไดส่ีพจนแรกของ v 0 1 3 5( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s s st v t v t v t v t= + + +  ได 

 
N
0 1 3 5

1 2 2 2( ) cos2 cos6 cos10
2 3 5
( ) ( ) ( ) ( )

sv t t t t

v t v t v t v ts s s s

π π π
≅ + − +

��	�
 ��	�
 ��	�

 

 รูปที่ 12.6 (ข) แสดงการใชหลักการซุปเปอรโพสิชันในตัวอยางนี้ ซึ่งจากการเขียนแหลงจาย  
เปนแหลงจายสี่แหลงจายตออนุกรมกัน ทําใหสามารถแยกวงจรเปนสี่วงจรยอยซึ่งสามารถทําการวิเคราะห

( )sv t
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ไดโดยอาศัยเฟสเซอรที่ความถี่นั้น ดังแสดงในรูปที่ 12.6 (ค) โดยอาศัยหลักการซุปเปอรโพสิชัน ผลตอบ
สนองสุทธิจะไดจากการรวมผลตอบสนองจากวงจรยอยทั้งสี่  

  0 1 3 5( ) ( ) ( ) ( ) ( )o o o o ov t v t v t v t v t= + + +

(ค)

1( )sv t

R

C 1( )ov t
+

-

5 ( )sv t

R

C 5 ( )ov t
+

-

(ง)

R

+

-0

1
5j Cω

1SV

5SV 5OV

R

+

-
0SV 0OV0 ( )sv t

R

C 0 ( )ov t
+

-

R

0

1
j Cω

+

-
1OV

R

0

1
3j Cω

+

-
3SV 3OV

3 ( )sv t

R

C 3 ( )ov t
+

-

 
รูปที่ 12.6  (ค) ใชหลักการซุปเปอรโพสิชันพิจารณาแตละแหลงจายแยกกัน 

(ง) ใชเฟสเซอรในการหาผลตอบสนองของแตละแหลงจาย 
 

ในรูปที่ 12.6 (ง) จะเปนวงจรยอยทั้งสี่ในโดเมนเวลา โดยที่คาอิมพีแดนซของตัวเก็บประจุคือ 

 
0

1
C jn Cω
=Z  สําหรับ n 0,1, 3, 5,= …  

แตละวงจรยอยจะตรงกับคา  แตละคา สังเกตวาเมื่อ nn 0=  จะได C = ∞Z  ตัวเก็บประจุจะถูกแทนดวย
เปดวงจร คาเฟสเซอรของแรงดันออกไดจากการแบงแรงดัน 
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 0

0

1

1on sn
jn C

R
jn C

ω

ω

=
+

V V   สําหรับ  n 0,1, 3, 5,= …  

เมื่อ คือเฟสเซอรของ v  และ onV ( )on t snV คือเฟสเซอรของ v   ( )sn t

 
01

sn
on jn CRω
=

+
VV   สําหรับ  0,1, 3, 5,n = …  

แทนคา 0 4CRω =  จะได 

 
1 4

sn
on j n
=

+
VV   สําหรับ  0,1, 3, 5,n = …  

เขียนผลตอบสนองในโดเมนเวลาไดดังนี้ 

 
0

1
02

( ) cos(

cos( tan 4 )
1 16

on on on

sn
sn

v t n t

n t n
n

ω

ω −

= +∠

= +∠ −
+

V V

V
V

 

ในตัวอยางนี้  

 

0
1
2

2  1, 3, 5

0  0,1, 3, 5

s

sn

sn

n
n

n
π

=

= =

∠ = =

V

V

V

 

ดังนั้น 

 
0

1

2

1( )
2

2( ) cos( 2 tan 4 )       1,3,5
1 16

o

on

v t

v t n t n n
n nπ

−

=

= −
+

=
 

แทนคา  จะได n

 
1

3

5

( ) 0.154cos(2 76 )
( ) 0.018cos(6 85 )
( ) 0.006cos(10 87 )

o

o

o

v t t
v t t
v t t

= − °
= −
= −

°
°

 

และสุดทายจะไดผลตอบสนองของวงจรเริ่มตนในรูปที่ 12.6 (ก) จากการรวมผลตอบสนองของ วงจรยอยสี่
วงจร 

 1( ) 0.154cos(2 76 ) 0.018cos(6 85 ) 0.006cos(10 87 )
2ov t t t t= + − ° + − ° + − °  
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ควรสังเกตวาเรารวมผลตอบสนองในโดเมนเวลา เนื่องจากจะไมมีความหมายที่จะทําการรวมผล
เฟสเซอรที่มีความถี่ตางกัน 

 
12.7 แบบฝกหัดทายบท 
 

1. จงหาอนุกรมฟูเรียรในรูปตรีโกณของฟงกชัน ( ) sinf t A tω=  
 
2. จงหาอนุกรมฟูเรียรในรูปตรีโกณของฟงกชัน ( )f t  ดังแสดงในรูป P12.2  

( )f t

t

π

π−

-2π π π 2π

 
รูปที่ P12.2 

 
3. จงหาอนุกรมฟูเรียรในรูปเอกโปเนนเทียลของฟงกชัน ( )f t  ดังแสดงในรูป P12.3  

( )f t

1

-1

t1 2 3 4 5-1-2-3 (s)

 
รูปที่ P12.3 

 
4. จงหาอนุกรมฟูเรียรในรูปตรีโกณของฟงกชัน ( )f t  ดังแสดงในรูป P12.4 แลวเขียนฟูเรียรสเปคตรมั

ทั้งขนาดละเฟสของสี่พจนแรก 



 353

( )f t

t0

2
T

−

2A

2
T

-2A

 
รูปที่ P12.4 

5. เมื่อปอนแหลงจายแรงดันรูปคลื่นสี่เหลี่ยมดังแสดงในรูป P12.5 (ก) ใหกับวงจร RL ในรูป P12.5 
(ข) จงใชการแทนฟงกชันดวยอนุกรมฟูเรียรในการหาคากระแส i t  ( )
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2
π π t

( )sv t

3
2
π

2
π

−

(ก)

4 Ωsv
0t =

i

(ข)

2 H

(s)

 
รูปที่ P12.5 
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